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Bemerkungen idiber die Integration linearer Differential
gleichungen mit Coéfficienten, die beziiglich der unabhiingig
Variablen von der ersten Potenz sind.

Yon Simon Spitzer.
(Vorgetragen in der Sitzung am 7. October 1857.)

In unserem erstén Memoire, das wir unter dem Titel : ,Integra-
tion der Differentialgleichung® :

(24 0,2)y" + (e + b, 2)y + (0o + bo ) y=0

in den Sitzungsherichten der kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften im Mai d. J. veroffentlichten. haben wir mehrere Differen-
tialgleichungen, die specielle Fille folgender Gleichung sind:

(505 2)y" + (@2 + ba2)y" + (01 + b1 2) ¥ + (ot bo ) y=0

nicht in geschlossener Form zu integriren vermocht; wir wollen nun
durch diesen Aufsatz einige Liicken des erwiihnten Memoires ausfiil-
len, und zu gleicher Zeit die Integration mehrerer anderer Differen-
tialgleichungen, die sich auf solche von der eben besprochenen Form
zuriickfiihren lassen, hier anfiigen.

Integration der Gleichung
1) 2y +ay + by =F(x).

Dic Integration dieser Gleichung gelang uns vollkommen , wir
wollen jedoch dieselbe hier auf eine directe Weise vollfihren, und
nicht, wie wir es in unserem ersten Memoire thaten, durch ein glick-
liches Errathen der Form des Geniige leistenden Ausdruckes.

Differentiirt man niimlich die Gleichung (1) pmal, so erhiilt
man

(2) a;'y(*"‘i‘z) + (P- + a) y(P‘H) + by(P) = I ((p)

und setzt man in dieselbe:
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y(l*) =

und fiihrt statt & eine neue, unabhingig Variable & ein, so dass:

£ =va
ist, so hat man, da
dz 1 dz
dv 26 @&
d?z 1 d» 1 d*z
= T ARE T g

ist, fiir die Gleichung (2) folgende andere:

d?z

2 e
sntr@te—p+abr=9()

23

wenn man niimlich das Resultat der Substitution von @ = &2
in 4F® () durch ¢ (&) bezeichnet. Eine Vereinfachung ergibt
sich nun fiir:

-

p*+a="2':

man hat nimlich dann:
d2z

3) i + 4bz =9 (£).

Um nun diese zu integriren, betrachtet man in der Regel zuerst die
reducirte Gleichung :

*) o t+abr=

und erhebt sich dann, mittelst der Methode der Variation der will-
kiirlichen Constanten, von dem Integrale der reducirten Gleichung
zum Integrale der completen.

Der reducirten Gleichung (4) geniigt man fiir:

g = A et® =0} Bo—2uV—0

unter 4 und B willkiirliche Constante verstanden, der completen (3)
geniigt man durch denselben Ausdruck, nur sind dann 4 und B nicht
mehr Constante , sondern Funectionen von &, die aus folgenden
Gleichungen zu bestimmen sind:
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dA
11 =

dA 2V an = 1
24/ = W Th . (F
es ‘“ > =5 — <
a d& o=y ¥ ©

O-V 0+ (I» an?h: 0

und fiir y ergibt sich somit:

(5) Y=

IL— |

2/ br] )

Integration der Gleichung
(6) vy +ay £hy=F(v).
Diese Gleichung, von welcher die Gleichung:
2y’ —y=20

deren Integration in geschlossener Form uns bisher so viel Schwie-
rigkeiten bereitete, ein specieller Fall ist, lisst sich auf eine ganz
dhnliche Weise bewiiltigen, wie die eben behandelte.

Differentiirt man dieselbe pmal, so erhilt man :

@yt o+ (n + @)y + by = F® (2)
und setzt man:
y(p) =z,
ferner:
Vo =§&

und nimmt Riicksicht auf die Gleichungen:

% 1 d-

2% &

d*z 1 dz 1 d2=z
J;;*_—Zi;;lt; 452 452

d3z B @z 3 d*z 1 a3z
ded BisdE  8Etair ' 8isafs

dx d*2 d%z .
vermoge welcher die Differentialquotienten — , — , — in Diffe-
dv’ da®’ dat

rentialquotienten von z beziiglich £ umgesetzt werden, so erhilt man :
Sitzb. d. mathem.-natarw. Cl. XXVL Bd. I. Hft. 31
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A3z
ds®

dz

+,¢~-_)—i8b€z=39(5)

2

) —

(li

&

@

woles

"L*I @

+ 5 (pa—

wenn man unter ¢ (&) diejenige Function von & versteht, dic man
erhiilt, wenn man in 8 ¥ @ FU) (@) statt @ , €2 setzt.
Diese Gleichung wird wesentlich vereinfacht, wenn man:

@+ po= f
setzt, denn man erhilt damn:
) dsz
(7 @i865z=ao(€)

und ihve Integration crfordert wieder vorerst die Integration der
reducirten Gleichung:

Man hat néimlich hiefir (siehe Petzval’s Integration der lincaren
Differentialgleichungen I. Band, pag. 55)

e
(8) = / e 320 [By e 4 By e# -+ By et 4 By et | du,
0

WO py Mo Mgty die Wurzeln der Gleichung
pt4+1 =0 oder p* — 1 =0

bedeuaten, je nachdem némlich:

dsz
Zta

+8hEx=0 oder —806&2=10

dg

die zu integrirende Gleichung ist, und wo By B, B; B, willkiirliche,
blos durch die Gleichung:

By By By Iy
(9) S 2= 0
I [ 3 4

verkniipfte Constante sind. Erhebt man sich nun von dem Integrale der
reducirten Gleichung zu dem Integrale der completen, so kann man
den Ausdruck (8) auch als das Integrale der eompleten Gleichung
ansehen, nur sind daun B, , B, , B; . B, nicht mehr als Constante,
sondern als Functionen von £ zu betrachten, zwischen denen nehst
der Gleichung (9) noch folgende Gleichungen stattfinden :
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0o 24
[ s 2 g O
@S dg

ds d5

evats J(l =)
[
oo u
o i [N S dBs . dn, . dBy .
we 820 [}*1 i ets -+ Yoo —— 092":_*_‘11,3 — gHs";-'—P_; — ei*a“:]du:()
5 @ ds ds dz
0
oo b
. dp
f?[-ge 326 [‘U‘ 2 ]—:l (5!‘1115 + #22 Lﬁ V25 + IJ'.) ._ )u.su» +
ds (i3 ds

0

LAy

+ py® e ’](lu=go(€)

fiir y ergibt sich somit folgender Werth:

© b a—3

S e @3

y = [0 320(110_ [ (,ulu‘}/L +B eV +BS C,pL.,uV:c +1}40g4u1/x](h"
¢

Integration der Gleichung
2yt ay' + by + cy=F(v).

Genau so, wie wir die vorhergehende Gleichung integrirten,
liasst sich auch diese integriren. Ein p maliges Differentiiren derselben
gibt némlich:

X y(}L“f’S) -+ (,U + (t) y((’-"‘z) + ) y(!*’H) -+ c‘y(l‘) - F(l*)(a))
und setzen wir wieder:

y(}*) -—
Vo —¢

so erhalten wir:

e () S — Rt e— =08 T St =p(®)

wenn man wieder unter ¢ (£) diejenige Function von £ versteht, die
man erhilt, wenn man in 8¢.w F®) (@) statt @, £2 setzt, und welche
sich vereinfacht fiir:

d3z

wlu

vt a=
denn wir haben dadurch:

d3 =z dz

;_;«S—I— 48 = +8c&r=¢(%)

31
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und dies ist, falls sie reducirt wird, cine jener Gleichungen, deren
Integrale Petzval nach der Laplace’schen Methode im 1. Bd. seines
oftgenanuten Werkes pag. 56 bestimmte.

Liouville hat im Journal de V’école polytechnique, tom. XV.
folgende 4 merkwiirdige Formeln aufgestellt:

et et
W 2 2 2
(4) O 20 ¢ [’LT ¢ v ]
a(Va)* ! ptd
da *® da ®
L L
d* 12 [ ela?y
(B) Y —eya [.’u 2 '/]
d (Va)* = =
da*® da”®
pott =
a*y d’ L Y
C — =2y ar 2 (-——-)
() d(Va)* 4 _+_‘[ =t We
; da ® da *®
A2 .
d* d? el @ y
(D) Yo [L ol (L)]
d (Vx)‘* _* i 1)
dx? dx?

und namentlich hievon Gebrauch gemacht hei Gelegenheit der Inte-
gration der Gleichung:

£ od* .
@2 + hz=F(x).
da™
Er setzt niamlich :
1—p
d*y
T T
dx ®
und erhilt dadurch :
14 =
E gty d*y
Z 2 - h = (@
dz * de *

welche FL;;'m:\l differentiirt, zu folgeuder Gleichung fiihrt:
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p—t gt et
d’ T4 * d * F)
= [1 2 {L+i ] F+hy= ——
da * da ® da *

und sich nach Anwendung der Formel (A) auch so schreiben lisst:

p—1
1 d%y d * F(x)
——thy=—
2+ g (Va)* Thy vt
da ~
Diese Gleichung geht fiir:
Vo =¢&
p—1
d * F(z)
) —0(9)
da *

iiber in :

a’y

Tt 2hy=9(8)

welche Gleichung, da sie constante Codéfficienten hat, zu den leicht
integrirbaren gehort.

Wir wollen nun noch andere Anwendungen der Liouville'schen
Formeln machen.

Integration der Gleichung

et
(10) x? 204 he= F(x).
Wir setzen:
ks
d ‘*y
T e
de  *
und erhalten dadurch:
il — =
b=l g2y a °
x 2 : h = F (@
T ()
dy* da *®
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Wird diese Gleichung -“-mal differentiirt, so kommt man zu folgen-
der Gleichung:

B A2 A
a* B gy d*F(2)
@ * hy— —
el [ il ] Thy =
da® da ® da®
welehe sich, vermige der Gleichung (B) auch so schreiben lisst:
iR
1 ¥y d*F(a
24V d(Va)* L3
da ~
Setzt man nun:
Vo=4§&
il
d*F(a
2uye L@ o,
d:v_2
so erhillt man:
d™y

o + 2tk Ey=1¢ (%)

welehe Gleichung bekanntlich fiir ganze pos. Werthe von 1 und fiir
¢(€)=0 in die von Scherk (siche Crelle’s Journal 10. Bd.) betrach-
tete iibergeht, welche sich aber am schnellsten, wie es Lobatto und
Petzval gezeigt, mittelst der Laplace’schen Methode behandeln lisst.

Integration der Gleichung

gt
(1) @ 2 W4 hr=F(2)
Auch diese Gleichung kénnen wir auf eine einfache, leicht zu
integrirende zuriickfihren.
Setzen wir niamlich:

so erhalten wir:
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|=

W
© I'F

sl g d—

@ 2 (%) + I

da

(;) =F@

©

wle

dx

und wird diese Gleiehung mit 2% maultiplicirt, und--mal differentiirt,

so kimmt man zu:

Rl L Lb
2 pt-1 2 2 F(x
PA C/ [:U 2 4 (L)]_l_Qpﬂ:QMd (‘Ll
2 oy E Ve -
dx ~ dax”~ da ~

Dureh Beniitzung der Formel (D) erhilt man aber:

1

®, g 2 P (a
d%y 2% Ly =2¥Ld (@)
iy z)* Va _*;-
dx
und wenn man:

Vo =&

-

d* F (a .

g/ l«l( )=90(;
rl.'c—'?—

selzt:

(

Lt aehy=g (),
dg*

3

welehe Gleichung von einfaeherer Form als die vorgelegte ist, und
fir ganze Werthe von p. leicht zu integriren ist.

Integration der Gleichung

pam y(m) e :’/

fir ganze und positive Werthe von 22 und beliebige Werthe der Con-

stanten c.

Schon in unseren beiden fritheren Memoiren war es uns gelun-
gen, Gleichungen zu integriren, von denen specielle Fiille in der hier
vorgelegten Gleichung enthalten waren; so ist namentlich das Inte-

grale der Gleichung:
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2y =ay
13
Yy = Ae =
das Integrale der Gleichung:

ety = ary,

welche als specieller Fall in der Riceati'sehen enthalten ist:

y=a(de™w 4+ Bet=)
dann das Integrale der Gleichung:

(E'Gyw — “3_7/,

111

welehe als specieller Fall in der von uns integrirten & y
enthalten ist:

=o(3y

ko

)

woselbst % eine imaginiire dritte Wurzel der Einheit bedeutet.
Endlich fanden wir noeh fiir die Gleichung:

ko

ka
y=a(de = + Be = +Ce™

74 P

vty =aty
folgendes Integral :
da Mo _Ma _Ma
y=m3(Ae v+ Be =4+ Ce =« - De .z-)
woselbst 2 cine imaginiire vierte Wurzel der Einheit ist.
Geleitet durch diese Wahrnehmungen, fanden wir uns ver-
anlasst, das Integral der Gleichung:

m y(m) — g™ y

in der Form:

po

y = xm—l G_T

vorauszusctzen, unter p eine primitive m'* Wurzel der Einheit ver-
standen, und zu sehen, oh dieser Ausdruck wirklich ein, der Glei-
chung Geniige leistender Werth ist. Entwickeln wir denselben in
eine Reihe, so erhalten wir:
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=2 2 2 M3 3 .3 ,—4
y=1}m__l__p.a.1 +y. o s +
) i 2! 3!
m—1_ m—1 mom oy y.m-}-]am-‘}-l 1

w! a (m+4-1)! Z‘:’+
m4-2_ m4-2 1 o
v e

+ |

(m+2)! s T

R (Ot {" .

und wird dies m mal differentiirt, und auf die Gleichungen:
[Jj” — 1; (___1)271»: 1

1
"\ = —(—1)" - (r+m—1)t 1
da™ (—1)!  prtm

Riicksicht genommen, so findet man:

n m--1 9 m42
yoy — > __ b= e
Y mm—{-l 1!wm+2 2!.1‘m+3
folglich ist:
S 5
v ulm——: P'e o2 ,vm—s
22 (M) — it ) gam—1 7 ‘ B
¥ty a™ e i + o 30c

oder:
m?m y(m) — g™ Y

was nachzuweisen war. Es ist somit das Integrale dieser Gleichung:

5 e 3 EE e
y:m’“—'(ae v+ Coe = 4+Ce =+ ...4+Cye -v}

w mad

g d* e : q
Entwickelung von ———— in Reihen.
dat*

Wir gehen aus von der LI'()uville’schen Formel:
o
w

et (l'_21/
d? [z : : ]
) . E
dvy — %y dx
d(V2)* £

dz°
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und setzen in selbe:

1/ — en*
alsdann ist:
>
@ o™ Eog? [t
= 2ty m? 7 2 @e
d(v=)* _*:
dz
und diese geht fiir:
Ve = &
iiber in:
il
a* ema."z I‘i d 2 p—1
= 2 g 2 ap z 2 " |
dat il
dz *

@ mat
e

, ten
Man hat daher behufs der Entwickelung von — den " Diffe-
p—t dat 2

2

rentialquotienten von dem Producte # 2 ¢™* zu bilden, alsdunn hier-
' v

ein * = @° zu setzen. und das erhaltene Resultat mit 2¢#m a2 zu

mullipliciren.
Nun erhilt man:

il
(Z ‘ l‘J."_)l- Mz _E:-— E%" m p.(y._i)
* |~ T J=m_~ e [1 + bz +
s ®
v (p—1) (b—2) (p—3) | p(p—1) (+—2) (»—3) (p-—4) (»—5)
+ 21 (4mz)? + 31 (4mz)S +- ]
wenn man in die bekannte Formel :
(PO
12) LUD _porgq ) e 0+ P20 4 ...
die Substitutionen:
roe=1
P e (:HLZ
p.—i
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vollfithrt; man hat semit:

dp ema®

v (p—1) (p—2) (#—3)

D pma P'("L_1)
day =(2m‘b)l ¢ [l + Ama? + 21 (hma®)? +
p(p—1) (p—2) (b—3) (p—4) (n—5)
b 3! (4ma?)3 t- ]

welche Reihe fiir jedes ganze und positive p. abbricht und fiir
jedes andere p zu ciner divergenten, folglich unbrauchbaren Reihe
fiihrt.

Gleichwohl ist es leicht, auch fiir andere, als ganze und positive
@ den pler Differentialquotienten von e™** in convergente Reihen zu
entwickeln, und zwar wieder durch Beniitzung dersclben Formel (12),
nur setzen wir jetzt in dieselbe:

p—1
P=g =
0 — e™?,

Da aber die Rechnung weiters keine Schwierigkeiten darbietet, auch
sonst fiir den Augenblick fiir uns von zu wenig Interesse ist, so unter-
lassen wir die Ausfithrung derselben.

. . . . d» emx® t-nx .
Nun lisst sich auch leicht ———  bestimmen, denn man hat
dat-
identisch:
n gz n

ma 4 ne =m (L—]l- )=

und folglich :
dw ematnx 2 dp ™ (=tz)"
—_— =t —————

dax daw

oder wenn man eine neue unabhiingig Variable @, einfihrt, mittelst
der Substitution:

o
Ty =& Zn’
so erhilt man:
d» emx?4nx n? dw emx,®
—_— e im ., —
d ap dag*

oder entwickelt :
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dw emyiur — (27" @ )[x oM — [I +P‘_(V' +P~(P-*1 )(p—2)(p—2) s
daw o =1 4nn, 2! (Amayg?)* '

p(p—1) (2—2) (p—3) (p—4) (p—3)
31 (dmay?)s

-+ -}-]

und fiithrt man hierein wieder statt 2, seinen Werth, so erhilt man:

dy emax’+4nx mp. (y.—1)

= (2ma-tn)* e"“‘+"‘l + —

Cma+n)?
me . (p—1) (6—2) (—3)
+ 2! (2ma+n)t +
+ ® p (p—1) (1—2) (n—3) (p—4) (»—5)
31 (2ma+n)b

da

+]

was fiir ganze und positive Werthe von p. giltig ist.

Integration der linearen Differentialgleichung

(13) (mA4a)y +[4+ B— (2+F) (n+ )]y +
H[—Af—Batap(m+a)]y=

mittelst bestimmter Integrale.

Nach der Laplace’schen Methode (Lacroix Traité du caleul
différentiel et du caleul intégral tom IIl, pag. 572). welche Prof.
Petzval in seinem Werke: ,Integration der linearen Differential-
gleichungen® vervollstiindigte, ergibt sich fiir das Integrale der obigen
Gleichung, unter Voraussetzung positiver, oder imaginidrer Werthe
von 4 und B mit positiven reellen Bestandtheilen folgender Ausdruck:

B
y = [ ) (y—o )= (u—L ) du.

o

Ieh habe bei Gelegenheit des Studiums der Poisson’schen Arbeit
»Mémoire sur 'intégration des équations linéaires aux différences
partielles< (Journal de I'école polytechniquet) tom XII) gefunden,
und in meinem fritheren Memoire auch mitgetheilt, dass in dem spe-
ciellen Falle, wo nebst der oben angegebenen Bedingung noch

1) S. Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. Bd. XXV1, Itft. , S, 476.



Bemerkungen iiber die Integration linearer Differentialgleichungen ete. 493
A4+ B =1
ist, das zweite particuliire Integrale der Gleichung (13) in folgender

Form erscheint:

B
y = [e" ) (u—a) =t (u—L) 1 log| (m+x)(u—2a)(u—pE)]du.
«

In diesem Memoire will ich die Form des Integrales der Gleichung
(13) in demjenigen Falle angeben, wo A und B positive Briiche
sind, deren Summe eine ganze Zahl ist, oder aber, wo A4 und B ima-
giniir sind, mit reellen Bestandtheilen, welche die eben genannten
Eigenschaften besitzen; mit anderen Worten, ieh will das Integrale
der Gleichung (13) fiir den Fall angeben, wo

A=4, F «

B=D +0
ist, unter « und 4 ganze positive Zahlen verstanden, wo ferner A,
By positive Zahlen, oder imaginiire. mit positiven reellen Bestand-
theilen, deren Summe gleich 1 ist, bedeuten.

Ist also:

A1+Ui= ,

so hat man fiir das Integrale der Gleichung:

(19) (nt-a)y"+ [y +Bi— (at-B) nt-2) ]y + [— i f— Byt
o ()] y=0
folgender Ausdruck:

B
Y = C‘/e‘u(m{—:ﬁ) (N—G{)A’_l (’M—ﬁ)”‘—] du +
B

+ G [t (u—a) A (u—P) = og [ (n+2) (n—e) (u—p) ] du

den ich der Kiirze halber mit:

(15) y=¢ ()

bezeichne.
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Ieh setze in (14) und (15):
Y= "z
dadurch erhalte ich:
(16) (nt-w) 2" + [y +ByA-(a—B) (mt-2)]% + 4, (a—B)x = 0
und ibr geniigt:
v = ¢* ¢ (x);

dureh ein ¢ maliges Differentiiren der Gleichung (16) erhilt man:

(m 4 ) 2D - Ta+ Ay + By + (2 — ) (i + )] 20+ 4

+ (u 4) (=— )= = 0

und ihr Integrale ist aueh:

Setzt man nun:

so erhiilt man:

(m+2)V'+[a+ 4, + B+ (a—B)(m~+2)] V +
+ (- 4) (2 —B) =0

und fiir das Integrale derselben:

de

V=

[e=*" 9 ()]

dae
Setzt man endlich:
V=c> W
so erhilt man die Gleichung:

(7)) (m42) W+ la+A4,+B, — (a+53) (m+2)] W+
+[—Bla+A4)—aB +af(m+a) | W=0

der folgender Ausdruck geniigt:
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IV = e (_la_

2 Lo (=),
woraus man deutlich den Einfluss sieht, den die Anderung von A, auf
das Integrale ausiibt.

Liisst man nun in (17) aveh By um & wachsen, unter 4 chenfulls
eine ganze positive Zahl verstanden, so hat man fiir das Tutegrale der
Gleiehung :

(18)  (mtx)y" + [a+Ay+b+By —(«+-L) () |y +
+[—L(a+A)—a(b+B)+af(mitz)]|y=0

folgenden Werth:

b a

d :
19 Yy = et — Ie(a—ﬁ)x — (e ¢ (x J
(19) y el e ()
und es lisst sich leicht nachweisen, dass dieser Ausdruek auch fiir
beliebige Werthe von « und & stattlindet, nur diirfen die, bei den
Differentiationen eingefiihrten Constanten nicht willkiirlich sein,
sondern miissen vielmehr so gewihlt werden, dass der Gleichung
(18) Geniige geleistet wird.
Bleibt man bei der Voraussetzung von ganzen und positiven
Werthen von « und & stehen, so erhilt man, wenn man in (19) statt
¢ (@) seinen Werth setat:

B
b du :
Y= Cl eﬁ.r(_k; [B(u—ﬁ).r dm?/émn—{—x(u—a) (N—OC)A‘—l ("_ﬁ)li',—l ([l[]+
o
b 7 3
d de
Br —Bjxr um~- (u— e YA —1 __P\B — 1
Gt D[t L ﬁ b (=) (o)At ()P 1
24
P {
Aog[(uw— ) (u—ﬁ)]{lu] + G, et i | el =3
da

B8
d=
o = X um—4-a (u— o) a2 )| A=t B—1 |
daa [,[0'(/ ())l—}— ‘ )/(; (’IL '{) (H :B) du ]}

Die zwei ersten Theile dieses dreitheiligen Ausdruckes lassen
sich sehr einfach entwickeln, sie nehmen niimlich successive folgende,
Formen an:
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p
b
Cl ede d - [C(a—ﬁ)it‘/;rzr:z+.1‘(1¢—a)(u_a)(1+A,—!("__ﬁ)b',—l {l,“] ___|_
da :
d ’
+ Cz e - [e(o(—ﬂ).t/efllll+a‘(lt—q) (u _ a)rt+A,—l (’lt P ﬁ)b’,—i .
dx o'(
dog(u—a) (u—PB) [lu]
oder:
d g
C1 e[-l.r b h;/014”1«}-1(11—[%)(1‘_a)a-[-;i,—1(u__ﬁ)ﬁ'l—i (l,u+
axe
«
d ’
+ C:‘. el b/‘;um—[-‘r(n—ﬁ)(u_“)!t+Al—l(u__‘g)lr',—i .
da

cAdog (u— o) (u— B) du
oder endlich:

f
("1 eu(m—«{»a‘) (IL—OC)"“}_A‘_‘ (u_ﬁ)b+b’,—l du +

B
+ G| e+ (u— ) tah=t (uw— BY At log (u—a) (u—P) du

o

somit hat man fiir y folgenden Werth:

B

y= Cl‘/(;n(m—{—x)(u_a)a—{—:il—i(u_ﬁ)b«{»B,—l(ht__‘_

%

B
+ C?/e"("””') (u — )t (0 — L) +E—1 oy (u—a) (u—P) du+

p
7 7"
+ C, eb" _‘_b_{ (a—p)x _“_ [ log (m+-a) [emteC—s) (y—g)4t
-4

dx da®

. (ur— g)B—t du] %

und jetzt wollen wir uns mit der Entwickelung des 3. Theiles von y
beschiftigen.
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Es ist:
: 8
d
[log (m—{—x)/c"’"*“‘"("““)(u.—oc)”i“‘(u——ﬁ)”l" (lu] =
da” :
a

p
log (m—+x) [entr (=) (y—e)rt4—(u-——B)? —1 du +

§

1
+ (4: - = wﬁt::}z—{—:x‘(u-—a) (u__a)a-{—A,—Z (u_ﬁ)lil—idu_
11 ¢
—@Lzﬁﬁaﬁmﬂ“ﬁwwrw4@—mwwM+

B
21
) g eI ) A ) s —

folglich:

d

a
e(a—R)x
da*®

B
[log (m-}—oc)/;“”'“‘("-“) (u—a)=! (u—pB)*—1 du ] =

8
log (m + oc)fe"’"+1‘("—3)(u——a)“*“"l"‘(u——ﬁ)Bi" du+
1 B
+ (1;) . ________/;um-{—x(u—ﬁ)(u__a)a-{-A,—2 (u_ﬁ)gl—l ==

an aF @

a

B
1 _
- (15) 'mfez¢111+a(u—ﬁ)(u___“)m{—A,—S(u__ﬁ)B,—l ([It+
a
7 B
+ (g) ) ——'—/‘G""H""‘(“_B)(?l——a)a+A1—4(’u—@)b"_l du—

(m+-a)3
f «

und wenn man diese Gleichung dmal nach « differentiirt, dann mit
e® multiplicirt, ferner der Kiirze halber folgende Bezeichnungsweise
einfiihrt :

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XXVI1. Bd. I. Hefl. 32
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B
(20) fz"("’Jr-*) (u— )+ (u— L) te—du =(r, s),
«

so hat man:
] = { e(“—ﬁ)" — [Iog (m+ m)/‘c””’ﬂ“’("““) (u—a)h=t .
axr

. (u—ﬁ)Bﬂ*‘ du ]% =log (m+x)(11) +

+ (3)- o= (12— (). — (mw (13) + ). (M (14)—--
@ mT;( =00 G ("H—l) (22) + (%) (2)- (nH—T)Ii 22)—..
— () e, B+ (® () g5 B —-
+ (té).?,;l%i-—l?j“(/*i)_
Es ist somit das Integrale der Gleichung:

(m+a)y" +[A+B—(«+p)(m+x)]y +|—Adp—Ba+
+ap(m+4a)|y=0

in dem Falle, wo:

Ad=4, + «
B=B1+b

I

ist, in welehen Gleichungen « und & ganze positive Zahlen bedeuten,
und A4; und By positive Zahlen oder imaginiire, deren reeller Be-

standtheil positiv ist, welche der Gleichung:
4, ‘l’ By =1
geniigen, Folgendes:

B
(21) = C1f81‘("’+”) (u—a)* = (u—L)2 ' du+

¢
+ CJL’"("“+'T) (u—a)* = (u—B)i—log| (m~+x)(u— =) (u—p) |du+

+-2 [ (12) +(5)(21)]—

m-ta
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G =[O UD+O O D+ G BN+
+ G = [(OUH+O O @)+ O Y+ E ED]—..

wobei der Kiirze halber:
6
(rs) = [ e (u—a )4 (u—B)**du

o

angenomneil wurde.

Integration der linearen Differentialgleichung
(22) (m+x)y'+[B—2a(m+x) |y + [A—Batat(m+4x)|y=0
mittelst bestimmter Integrale.
Setzt man in dieselbe:
Y=z,
so erhilt man:
(m-t-w)2" 4 B2 + Az =

und durch Einfihrung einer neuen unabhiingig Variablen g mittelst
der Substitution:

E=m+ta
nimmt dieselbe die Form an:
12 s d= ,
(23) § Tat (2B—1) 3 + ddie=0.

Ihre Integration erfordert die Zerlegung folgenden Bruches:

2P—1)u
u? 44

in Partialbriiche. Nun hat man:

@B—1)u B—1 B—1

u® 4 A u—,—..‘/—l n—2v—a

€ =
32
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folglich wird die Gleichung (23) durch einen Ausdruck von der Form
(21) geniigt, so oft B eine ganze positive Zahl ist.
Um das Integrale der Gleichung (23) aufzustellen, hat man in

(21) statt:
A, B,a,b,m,a,p,z,y

der Reihe nach zu setzen:

B—1,B—4,B—1,B—1,0, -4, _4,¢,z

somit ist:

-j»?V—A
v = 0 . /e“5 (w-4A4) % du+-

oy x
42 =K

+ G, ./L‘"%u‘-’——hi)”’%loy [€(ur+4-44) | du +

_21/:
+ £ [T+ (T eD]—
— G [T (3) + (7) (79 (22 + () BD ]+

9

¥ SLCTY ()4 ) (P (23 + () () (32 +
+(E)EDT -

und folglich hat man fiir das Integral der Gleichung (22) fir den
Fall, dass B cine ganze positive Zahl ist; folgenden Ausdruck:

4 ¢,

42/ =K

y="0C e“-i/e“Vm (w2 + 4 A)P—% du +
Loy — A
+2/ =4
-+ G c“‘fz” Viks (2 4 4 A)5—% log [(wr 4 A)Ymt-a| du +
oy A
+ e e () (1) 4 () @1)] —

VY mtx

— G == [(77) (19)+ () (7) (2 + () BN +
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G 2 (1) 4 (7Y (77 (23
¢ (m«}-a-)i’ [( )( )+( )( )( )'I‘

+ GG+ (Y (Ah)]— ..
hiebei wird unter (rs) folgender Ausdruck verstanden :

+2¥/ =% .
(rs) =/;"' et (4 2V A)B—E—r (y— 2V X) B—d—s gy .
Sy T

Integration partieller Differentialgleichungen.

Wir beginnen mit folgender, bei den Untersuchungen iber die
Ausbreitung des Schalls vorkommenden Gleichung:

d?o d2y d?
(24) AR (_*’ J)
da? dy*?

deren Integration uns auf eine hiochst einfache Weise gelang. Wir

setzen:
p=cf(u) , u= x>+ y?
und denken uns hierbei « als eine constante Zahl: alsdann ist:

2y,
d*y

e — o e f ()
T =2 [ () + 200 (1))
2 e 4292 ()]

und substituirt man diese Werthe in (24) so erhiilt man:
af()y=4a[f (0)+uf"(w)]

oder in geordneter Form:

9

&%

af G+ () —

4a®

f(u)=0.
Das Integrale dieser Gleichung ist:

) i « «
f(v) = '(“T [A,,e*‘?{ % + B, 0_7[1/”]
duz L
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somit hat man:
(L u ‘Vu
@ = [A )+ B, u“(’_T)]

dus
unter A, und B, willkirliche Constante verstanden, und da eine
Summe solcher Ausdriicke, der linearen Form der vorgelegten Glei-

chung halber, ebenfalls geniigt, so kann man anch

dz Vu
(Ia% I:\!I1 (t + ) T ¥ (t -— —)]
setzen, und dies ist das vollstindige, mit 2 willkiirlichen Funetionen

¥
Z s
versehene Integrale der vorgelegten Gleichung 1)
Um die willkiirlichen Funectionen zu bestimmen, ist erforderlich,

dass man den initialen Zustand des Systemes kenut. Sei fiir:

d
t=0, p=1F (1) ,ﬁ = F, (u),

50 hat man:

- @) (Y 44 (- V")]

25) Fi () =
und da:
dy dx Vu Vau
- [¢,'(t+ —)+ 'z'(t—~)]
dt dur a a
ist:
1) Die partielle Differentialgleichung
) dy Ao d2p d*y
— 02(—— . ——)
de? a3 + dxy? + + dan ?

gibt auf dhnliche Weise behandelt

e+ ) e (=)

n—

-
I

2

du ~

woselbst :
w=a*+ 2?4 ... + @,?

ist.
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ey A= (e (=)

auz
Aus den beiden Gleichungen (25) und (26) folgén:
. Vau Vau d—* Iy (v)
I

du—z
Vu) d—= Fy (v)

1
du—z

Nun ist:

fl~/1 (

du

V
~(tV1l ' ’( u)

folfflich erhiilt man, wenn man die zweite der Gleichungen (27) mit

5 V multiplicirt, und alsdann integrirt:

Vu Vau d—% Fy (0) du
b (Z5) — o, [(——= — A
e (a ) e ( a ) 2(:./ =i Vu
und diese Gleichung mit der ersten, der Gleichungen (27) verkniipft,
gibt:

o ( Va e 1 a2k (u) d—2 3 (v) du

[ 2 du—% P « du—y Vu
, ( Vau _Ha R @ 1 L—%Fg (v) du
i @ ) T2 gt 4 du—% Vau

welche Gleichungen die Form der willkiictichen Functionen ¢/, und
¢, hestimmen.
Ganz auf dieselbe Weise lisst sich auch folgende Gleichung

d?o d3yp dy
a? = (m—+.2 n—
de® ( + ) @? - da

integriren, in weleher «, m und n constante Zahlen sind, und zu wel-
cher man kommt, wenn man die Gesétze sucht, nach welchen die
kleinen Schwingungen einer gleichmiissig sehweren homogenen Seite,
die an einem Ende anfgehangen, am andern Eude belastet ist.
vor sich gehen.

Setzt man nimlich :

g = e[ ()
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so erhilt man:

(m—+2) [ () + nf (v) —ata2f(x) =0,

deren Integrale folgendes ist:

f@) ==

somit hat man:

[C e2<1a1/,n+r + Cz e—?nat/m—{-.r ]

dan—1%

¢ i [c1 e (+2aV BT | @, galt—2a¥ '"+-f>]

dan—z

unter C,, Oy, « willkiirliche Constanten verstanden. Hieraus ergibt sich
leicht fiir das allgemeine Integrale folgender Werth:
(lll

¢ = [‘/1 (t+2aVmta)+ ¢ (6 —2 an—|—m)]
dax n—

in welechem ¢, und ¢, willkiirliche -Functionen bezeichnen, die sich
aus den Bedingungen fiir den initialen Zustand genau so, wie bei
dem fritheren Probleme bestimmen lassen.

Integration der partiellen Differentialgleiehung

du d*u A du
= @ (——}-———-{————1)

dt* da? x da

Mit dieser Gleichung in welcher «, g, A constante Zahlen be-
deuten, beschiftigte sich Poisson im ,Journal de 1"école polytech-
nique tom. XIL pag. 215«; ihre Integration lidsst sich leicht auf fol-
gende Weise bewerkstelligen.

Setzt man:

u= e* f (),
so erhilt man:
@ f(@) = a [ @)+~ @) + ()]
und diese gibt geordnet:
w2 (@) +haf (@) 4 (1 — ) () = 0.

Setzt man hierein:

[(@)=aty
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so erhilt man, da:

f () =o'y + katy
£/ (2) = at y' 2kt y k(1) b=y
ist, folgende Gleichung:

oy 4 (2h40) oy 4 [/.(l.—l)—|—kl»+pn— < atly=0,

die sich vereinfacht, wenn man fiir £ eine Wurzel der Gleichung:

E(k—1)+2k+p=0
wihlt. Fihrt man dann fiiv 2 eine neue unabhingig Variable w ecin:
mittelst der Gleichung:

X = w,
so hat man, da:
dy
= 2r —
dw
Py dy
y' = 4a* — 4 2
Y dw? + dw

ist, folgende Gleichung zur Bestimmung von y:

(l 2y dy a?

RN S — =y =0

a?
und hieraus folgt:

e «
d
Y = [Aea V"’—{-Be a‘/“’]
dwl‘+-2_
somit ist:
k+—
d
f(a}):;pk [Aeu V"’_I_Bg « 1/w]
dw + Y
erner:
4 ¥ @ Ve
4tz «(t+—) a(t——2)
w=a* de “ /4 Be ¢ ]
e
dw  ?

und endlich das allgemeine Integrale obiger Differentialgleiehung :
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S
u=a* lk:L [9/1 (f+ —')-l-% (t——v__)]
dw *?

unter ¢, und ¢, aus den initialen Bedingungen leicht zn bestimmende
willkiirliche Funetionen vevstanden, unter w , & Grossen, die sich aus
folgenden Gleichungen ergehen:

) = @

Jo(k—1) 42k + p = 0.

Integration der partiellen Differentialgleichung

i B g
(lo_ pa d™y

Setzt man:
o = e* f(x),
so erhiilt man zur Bestimmung von f (¢) folgende Gleichung:

Eoagt ()
(aa)*f(v) = a*. —lh%-—-

deren Integration wir frither schon, wach Liouville durchfihrten.
Man hat namlich:

=
d ® F(2)
“u Lt
da ®
setzend:
l—p A 4w
2 — 2 7
d” F(x) 2 d” F(x)
((t C{)y' 1_“ = ——-—iiT
da * da ®
. . —1 . ..
und wenn man diese jetzt y—z— mal differentiivt:
p—1 p,—i—l
d? B ? F(a)
" — » 2 —
(aa)? F(x) == [n, i o ]
da ® da *
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und dureh Anwendung der Liouvill'schen Formel (A) vereinfacht:
1 d* F(2)

(@*F (g —‘)‘* a(Va)*

Diese Gleichung hat particulire Integrale von folgender Gestalt:

p‘
F(v) = V1V

somit ist:

=
f(L) = [e2auV1V1]
dz *
und
1=
d 2 (12 ‘;;l V )
p (@) =S |y 7
tl.m_g_

und da ¢« willkiirlich ist, und eine Summe solcher Ausdriicke ebenfalls
geniigt, so hat man:

—
d P (+2ak Va)
¢ (%) = P
da ®
=y
d ? Yo (t+2ak V)
+ i S
da *
_l_
=
d ? 3511(!—i—2a/m1/:v)
+ = +
dax *

unter ¢y ¢y . . . ¢, willkiirliche Functionen und unter &y &y .. . &
Wurzeln der Gleichung:

k=1

verstanden.
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Integration der Differentialgleiehung

dy (@ d3p d?y
—-=a~(——+ + ... 4+ )

dt day? day? dan?

Wir setzen:

¢ = e f(x)

woselbst:

U=wa*+ >+ ...+ v,?

ist, und erhalten:

[l? . ot .
- = a%e ()
ferner:
d?p o2 .
L =20 [ () + 2w/ (0]
d?y
Y= «f [ p, 2 1
T =2 [ (1) o 2 et ()]
120
L =20 [ () + 22 ()]

Weriden diese Werthe in die vorgelegte Differentialgleichung
substituirt, so erhilt man nach gehioriger Reduction:

WL () A [ () = [ (1) = 0

und folglich ist:

n—1

f) = Lie™ 4 5. faadl

u—1

2

du
unter A, und B, willkiirliche Constante verstanden. Es ist dalier:

n—1

dT L azt-{-l. 1/u
90 = n—1 40‘8 ’ +

du ®
Nun ist bekanntlich:
+ oo

el = Vif;_w%?w‘/t dw
T

— oo

a2t—2 Vu]
@ o

B, e
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folglich:
2=l + o "
1 7 2 e a((2w1/t+_" ~,,’1/3__ }
v=7— f° eV 4 g, duw
du? —®

oder endlich

ln;l 4 o

a

= —— /[ ; (2 w1/t+——)+ ¢y (2wyé— —)} dw

m;?_—w
unter ¢, und ¢, solche willkiirliche Functionen verstanden, welche
das Integrale zwischen den Grenzen — oo und 4 oo weder unbe-

stimmt noch unendlich machen.

Anhang.

Bestimmung des Werthes folgenden unendlichen Kettenbruches:
1

x -
x4+1+

1
a3+ ...

In den Zusiitzen zu Legendre’s Geometrie findet man als Werth
desselben :

42+

a9 (x)
¢(x+1)
WO
| B 1 1
(N R 2z (1) + 3la(z+1) (x +2) T

ist. Da nun ¢ («) auch folgendermassen geschrieben werden kann:

¢(x) = (z—1)! [ ‘*‘“lx!'*‘ i‘ +3z(.~:+2)!+"]

—1)! 21 (x+1)!

so hat man als Werth des unendlichen Kettenbruches, den wir der
Kiirze halber mit  (2) bezeichnen:
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1 1 1 ‘ 1
G 1w T aiern: sy T

¢ (¥) = 1 1
??+1z(x+1)z+2!(x+zﬁ +3!(x+3)! T8

Nun ist aber:

=
2 r? e rt
?ﬁosw eVreose qyp — p izl R T ST
0
somit, wenn man heiderseits amal differentiit (unter = cine ganze
positive Zahl verstanden):
=
[ Vri/cos werVreosw ([w] =

0

1

(@—1)!

1 de

T drt

+

11!

a2

r2 r3

+2!(¢-+1)z+3!(@-+2)z

-
([.L' v

T [V 7 / cous w.c?V”‘”“’dw]
dr B

1 [

1 T
11 %
4 free————— ot o
. i vr [ cosw.e?Y T eosedu
@ B gl .
x+34.. 0
nur muss man noch, nach verriehteter Differentiation, » = 1 setzen.
Es erscheint also dieser unendliche Kettenbruch in der merk-
wiirdigen Form cines Bruches, dessen Zihler und Nenner Difleren-
tialquotienten sind mit verinderlichem Differentiationsindexe.

+...

folglich ist:

Setzt man:

1 1 1 1

G—1 Tiiz1 T 21@rn: '1‘3!(x-|-2)1+"'=f(x)’

S0 1st:

Da aber auch, wie leicht einzusehen:

¢ (2) =+

P +1)
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ist, so hat man, als nothwendige Folge dieser beiden letzten
Gleichungen

f(@)=af(e+1) + f(x+2)
oder, wenn man

@)=y
fle+1) =y+Ay
f(e4+2)=y+28y + A%y

setzt, folgende Differenzengleichung:
(28) Ay 4 (v+2) Ayt @ y=0,

deren Integrale:

el | g
y=4— l V?j;'os 1w g2V reosw (lw]
dr

0

ist, wenn man unter A eine solche willkiirliche periodische Funetiou
von a verstelt, die, wenn @ um 1 wiichst, ungeéndert bleibt, und »
cine Zahl ist, die nach verrichteter, wmaliger Differentiation dureh 1
ersetzt werden muss.

Wir bemerken hierbei, dass die Gleichung (28) eine solche
ist, die sieh nach den bisher bekannten Iutegrationsinethoden nicht
integrireu lisst.

Integration der Differenzen-Gleichung

2

‘f” + (g +7) %i— +sy=1().

a2

(29) (mxr+ ne +p)

A
A
Diese Gleichung lisst sieh ganz so behandeln, wie Liouville
mit der dhnlieh gebauten Differentialgleichung verfuhr.
Maehit man ndmlich von folgenden 2 Formeln:
AT et — pm (em.’),r_ 1)r
N(PQ)=PNO+ ()AP[NO+40] +
+ G)AP[A2Q 424104+ 470] + ...
(siehe Petzval's Werk L Bd., pag. 117) Gebraueh, von denen die
erste von Prof. Petzval als allgemein giltig voransgesetzt, und die
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zweite von demselben als unmittelbare Folge hievon, abgeleitet
wurde, so hat man Awx =/ setzend, und von der Gleichung (29)
p-mal die endliche Differenz nehmend:

[mad-nx+p4ph(2maetntmh) +p (p—1)ymhz A2y 4
+h[p@ma+ n-tmh) +2p( p—1)mh + quv +r+pgh]Avtiy4
+ A2 [ (p—1) m + p g+ s] Aty = k2 A+ f(2).

Wiihlt man nun g so, auf dass:
plp—)m+pg+s=0

wird, was, so lange nicht m und ¢ gleich Null sind, angeht, und setzt
man :

AP-+1 y = h!’*""lz,

so erhiilt man eine Differenzen-Gleichung erster Ordnung, die somit
leicht zu integriren ist.

Liouville gibt folgende merkwiirdige Formel:

7! X — z
(l'(e ./e .’/’l:"') - eafe—wﬂ— dx

1
@/ar?

o
da?

an, deren Richtigkeit sich dadurch darthun lisst, dass man in selbe
y==8[4, e"*] setat; wir fanden folgende viel allgemeinere Formeln:

Am [erx Ar (c—r.ry)] = "t A* (e—r.z: Amy)

e n n m
-il_ [ ert d (g-—r.ry) ]= er.r d e e d Y
da™ da" da" da™

unter m , r , n beliebige Constante verstanden, deren Richtigkeit
genau so, wie bei der speciellen von Liouville herriihrende For-

mel dargethan werden kanu.

Und nun sehliessen wir, mit derselben Bemerkung mit der wir
unser erstes Memoire geschlossen. Da wir niamlich die Function
complémentaire in der Regel ausser Acht liessen, so bleibt uns zur
Verificirung der gewonnenen Integrale, nichts anderes iibrig, als eine
directe Substitution in die vorgelegte Gleichung.




